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1. Calcular el Hamiltoniano de Dirac en espacio de momentos.
El Hamiltoniano de Dirac viene dado por

H =
∫
ψ̄(−iγk∂k +m)ψ d3x

Empecemos usando la ecuación de Dirac (iγµ∂µ −m)ψ = 0. La podemos reescribir como

(iγ0∂0 + iγk∂k −m)ψ = 0 =⇒ (−iγk∂k +m)ψ = iγ0∂0ψ

Por lo que el Hamiltoniano queda
H = i

∫
ψ†∂0ψ d3x

Sustituyendo ahora las expresiones para ψ y ψ†

ψ =
2∑

r=1

∫ 1√
2Ep

(
cr(p⃗)ur(p⃗)e−ipx + d†

r(p⃗)vr(p⃗)eipx
) d3p

(2π)3

obtenemos

H =
2∑

r=1

∫
ψ†(i∂0)

(
cr(p⃗)ur(p⃗)e−ipx + d†

r(p⃗)vr(p⃗)eipx
) d3x

(2π)3
d3p√
2Ep

=
2∑

s=1

2∑
r=1

∫ (
c†

s(q⃗)u†
s(q⃗)eiqx + ds(q⃗)v†

s(q⃗)e−iqx
) (
Epcr(p⃗)ur(p⃗)e−ipx − Epd

†
r(p⃗)vr(p⃗)eipx

) d3x

(2π)6
d3p√
2Ep

d3q√
2Eq

=
2∑

s=1

2∑
r=1

∫
Ep

(
c†

s(q⃗)cr(p⃗)u†
s(q⃗)ur(p⃗)ei(q−p)x − c†

s(q⃗)d†
r(p⃗)u†

s(q⃗)vr(p⃗)ei(p+q)x

+ ds(q⃗)cr(p⃗)v†
s(q⃗)ur(p⃗)e−i(p+q)x − ds(q⃗)d†

r(p⃗)v†
s(q⃗)vr(p⃗)ei(p−q)x

) d3x

(2π)6
d3p√
2Ep

d3q√
2Eq

Notemos que la único que depende de x son las exponenciales, por lo que podemos integrarlas obteniendo
una δ de Dirac, notemos pero que solo estamos integrando respecto de las posiciones, pero no del tiempo,
pero podemos escribir e−ipx = e−iEteip⃗x⃗, notemos que también podemos usar la delta de Dirac para
integrar q⃗:

H =
2∑

s=1

2∑
r=1

∫
Ep

(
c†

s(p⃗)cr(p⃗)u†
s(p⃗)ur(p⃗) − c†

s(−p⃗)d†
r(p⃗)u†

s(−p⃗)vr(p⃗)e2iEpt

+ ds(−p⃗)cr(p⃗)v†
s(−p⃗)ur(p⃗)e−2iEpt − ds(p⃗)d†

r(p⃗)v†
s(p⃗)vr(p⃗)

) d3p

(2π)32Ep

Fijémonos que solo hay dos casos, q⃗ = p⃗ y q⃗ = −p⃗, en ambos casos se cumple que Eq = Ep. Ahora
podemos simplificar esta ecuación usando las fórmulas 9.3 del formulario, quedando el resultado final:

H =
2∑

r=1

∫
Ep

(
c†

r(p⃗)cr(p⃗) − dr(p⃗)d†
r(p⃗)

) d3p

(2π)3

1


